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Tóm tắt: Báo viết trình bày một thuật toán giải hệ phương trình sóng nước nông (sóng 

động lực 2 chiều ngang) dựa trên cơ sở  phương pháp phần tử hữu hạn Galerkin biến đổi hệ 
phương trình vi phân đạo hàm riêng về dạng hệ các phương trình vi phân thường và giải hệ 
phương trình vi phân thường với điều kiện biên bằng thuật toán Runge-Kutta và nội suy tuyến 
tính nối tiếp. 

Summary: This paper describes methods to solve finite element surface- water schemes 
two dimensional flow in a horizontal plane. 
 
Các bài toán ứng dụng trong cơ học chất lỏng  như  mô phỏng dòng chảy trong vùng đồng bằng 

ngập lụt, tính toán sóng vỡ đập, nghiên cứu bồi xói lòng dẫn theo đường bờ, ... đã đặt ra yêu cầu 
nghiên cứu các thuật toán có hiệu quả về tính ổn định và độ chính xác để giải hệ phương trình sóng 
nước nông. Trong số các thuật toán hiện đang được sử dụng, phương pháp phần tử hữu hạn đang 
được quan tâm nghiên cứu ở trong và ngoài nước do phương pháp có khả năng mô phỏng không 
gian với độ chính xác cao. Trong bài báo này chúng tôi sẽ trình bày dưới đây một thuật toán chi tiết  
giải hệ phương trình sóng nước nông dựa trên cơ sở xấp xỉ không gian nghiên cứu bằng các phần tử 
hữu hạn, sử dụng hàm nội suy không gian tuyến tính để đưa hệ phương trình đạo hàm riêng về dạng 
hệ các phương trình vi phân thường và giải hệ phương trình vi phân thường phi tuyến tính bằng sơ 
đồ Runge-Kutta.  

Hệ phương trình sóng nước nông được xây dựng bằng cách tích phân theo chiều sâu dòng chảy 
hệ phương trình Navier-Stoke với dòng chảy không nén được:  

- Phương trình liên tục:  
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- Phương trình  động lượng: 
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Trong đó: 
U, V- Vận tốc được trung bình hoá theo độ sâu ứng với trục ox, oy tương ứng; 
h - Độ sâu lớp dòng chảy; 
Sox, Soy - Độ dốc đáy theo trục ox, oy tương ứng; 

oyox ττ ,   - ứng suất tiếp theo hướng ox và oy; 

Sfx, Sfy - là độ dốc thuỷ lực (độ dốc cản) theo hướng ox và oy tương ứng, trong trường hợp chảy 
rối  được xác định theo công thức Manning như sau: 
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Trong đó: C - Hệ số Sêdi 
Theo phương pháp phần tử hữu hạn, khu vực tính toán được chia thành các phần tử.  Các phần tử 

có thể là hình tam giác, tứ giác đều hoặc không đều có kích thước khác nhau và số lượng nút khác 
nhau [8, 9]. Trong trường hợp tổng quát, các phần tử tam giác với 3 điểm nút thường được lựa chọn 
(hình 1). 

Các ẩn hàm  U(x, y, t), V(x, y, t), h(x, y, t) trong mỗi phần tử  được xấp xỉ như sau: 
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Phương pháp số dư trọng số Galerkin thể hiện như sau: 
∫D Fi R dD = 0                                 (3) 
Trong đó: D: khối chứa các phần tử;  R:  số dư khi xấp xỉ các biến số đồng thời phụ thuộc không 

gian-thời gian bằng tổng các hàm số thời gian và không gian riêng rẽ. 
Như vậy, Phương pháp Garlekin cho rằng số dư xuất hiện khi mô phỏng không gian bằng các 

phần tử hữu trực giao với các hàm trọng số nội suy. Hay nói một cách khác bản chất của phương 
pháp Garlekin là với hàm trọng số được lựa chọn, tổng sai số mô phỏng theo không gian trên toàn 
miền bằng không. 

Áp dụng phương pháp Galerkin cho hệ phương trình (1), (2) đối với phần tử i thu được: 
Hệ phương trình (4) sau khi được tích phân số, được viết như sau: 
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Trong đó: Ne là số phần tử trên miền tính Ω . 
Các hệ số được xác định theo các biểu  thức sau:  
Dễ nhận thấy rằng tích phân Galerkin (3) đưa hệ phương trình đạo hàm riêng (1), (2) về dạng hệ 

các phương trình vi phân thường. Hệ phương trình (5) sau khi tổng hợp cho tất cả các phần tử thuộc 
vùng nghiên cứu có dạng phương trình ma trận: 

{ } { } }]{[ WCT
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Wd
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i j

www.vncold.vn              www.vncold.vn                    www.vncold.vn



Phương trình (5) với điều kiện ban đầu { } 0tW =  và điều kiện biên{ } 0W =Γ  được giải theo thuật 
toán Runge-Kutta bậc m  [6, 7] và kiểm tra lại biên theo phương pháp nội suy tuyến tính nối tiếp 
(successive linear interpolation):         

Bước 1: Giải hệ phương trình (6) theo Runge-Kutta  
ttWCtTW oo Δ−Δ=Δ )}({][}{ )()()1(  
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- Ẩn cần tìm sau khoảng thời gian tΔ  thu được có dạng 

iii WtWttW Δ+=Δ+ )()(                                                                  

  Trong đó:  

- iWΔ    là nghiệm ngoại suy:  
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kγ  là các trọng số ngoại suy tùy theo việc chọn bậc m = 3 hoặc m = 6.  

Bước 2: Giải bài toán biên (phương pháp nội suy tuyến tính nối tiếp- successive linear 
interpolation) [6] : 

Tại biên, với điều kiện biên )t(WW 0 ==Γ  cho trước, đặt: 

)tt(Wt) (tWt)(t W k(k) Δ+=Δ+=Δ+Γ  

Xét hàm sai số tại biên:  
2

)k()k( )WW(W)(f Γ−=  

(i) Nếu:  ε>  W)(f )k(  ước tính:  

 

Gán:  WΓ (t + Δt) = W(k) trở về bước 1 tính lại xác định được W(k+1). 

 Xét hàm sai số tại biên: 
2

)1k()1k()1k( )WW()W(f Γ+++ −=   

(ii) Nếu:    ε++ f)W(f )1k(1)k(   ước tính: 
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Gán: )2k(W)tt(W +Γ =Δ+  trở về Bước 1 tính lại. 

 

 (iii) Nếu: ε<++ )W(f 1)(k)1k( , ta có : )tt(W)tt(W Δ+=Δ+Γ  quá trình tính được thực hiện 

từng bước  cho khoảng thời gian tính tiếp theo. 

Về cơ bản thuật toán trên là đơn giản, có độ ổn định cao, không khó lập trình so với các sơ đồ sai 
phân khác đã có do vậy có thể ứng dụng để giải quyết các bài toán ngập lụt. 
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